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1 Reésolution de petits systémes linéaires

1.1 Définitions
Définition 1.1 (Systéme linéaire)

Soit p et n deux entiers naturels non nuls. On appelle systéme linéaire de n équations & p inconnues z1,

T2, ..., Tp tout systéme (S) pouvant s’écrire sous la forme :
aiizr + apxa + ... + apr, = b
an1ry + axry + ... + azxr, = b
Ap1T1 + apaT2 + ...+ apprp, = by

0l (aij)1<icnicjcp € (Br)1<k<n Sont des réels fixés.

Définition 1.2 (Solution d’un systéme linéaire)

Un p-uplet de réels (ci,cz,...,cp) est solution du systéme (S) s’il est solution, pour tout i € [1,n], de
léquation L; du systéme (S).

— Résoudre le systéme (S) c’est déterminer ’ensemble des solutions de (S).

— Deux systémes sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

Remarque. Interprétation géométrique :
— Un systéme de n équations & trois inconnues correspond & une intersection de n plans dans R3.
— Un systéme de n équations a deux inconnues correspond a une intersection de n droites dans R?.

1.2 Meéthode de résolution

Définition 1.3 (Opérations élémentaires)

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme linéaire (S) une opération de I'un des trois
types suivants :

1. échange de deux lignes L; et L; avec ¢ # j, codifiée : L; +— L;.
2. multiplication de la ligne L; par un réel non nul «, codifiée : L; «+— al;.

3. addition de la ligne L; et d’un multiple réel 8 de L; avec i # j, codifiée : L; <— L; + BL;.

Remarque. On obtient un systéme linéaire équivalent & (S) en effectuant des opérations élémentaires sur les
lignes de (S).

Remarque. On peut aussi résoudre un systéme par substitution, mais c’est en général plus calculatoire et moins
efficace.

r+3y=28

Exercice 1. En utilisant les opérations élémentaires, résoudre dans R? le systéme {2 A 6
x—4dy =

Solution : Soit (r,y) € R,

{x+3y:8 {x+3y:8
—

2r —4y =6 20— 20 —4y —6y =6 — 16 (Lo < Ly —2Ly)
r+3y =28
—10y = —10



r+3=8
—

y=1

r=2>5
—

y=1

Le systéme a donc une unique solution, le couple (5,1).

T+3y+42 =8
Exercice 2. En utilisant les opérations élémentaires, résoudre dans R? le systéme { 2z — 57y + 2 = 6

—r+6y—3z2=-1
Solution : Soit (z,y, z) € R,

r+3y+4z=28 r+3y+42=38
20 —5Ty+2=6 <= (—63y—Tz=—-10 (La< Ly —2L)
—x+6y—3z2=-1 9y+2=7 (L3+ L3+ Ly)
r+3y+42=38
= 9y+2=10 (Ly+ —1Ly)
9y +2=7
r+3y+4z=28

_ 10
— W t+z==

0=7-% (L3« Ly— Ly)
Or 7# %, donc le systéme n’a pas de solution.

T+3y+42 =8
Exercice 3. En utilisant les opérations élémentaires, résoudre dans R? le systéme < 22 — 57y + 2z = —33.

—x+6y—3z2=-1
Solution : Soit (x,y,2) € R3,

r+3y+4z =28 r+3y+42 =28
20 — 5Ty +2=-33 <= —63y — 72 =—-49 (L9 + Ly —2L4)
—x+6y—3z2=-1 9y +2=7 (L3<+ L3+ Ly)
r+3y+42=8
= +2=T (Ly+ —1Ly)
Yy+2="7
x4+ 3y+4z =28

<Y+ z="7
0=0 (L3< Ls— Lo)
_ 7—t

= y="1
z=teR

Donc le systéme a une infinité de solutions, les triplets de la forme (1731&, %, t) avec t € R.



2 Inégalités réelles

2.1 Premiéres propriétés et régles de calcul
Définition 2.1 (Relation d’ordre)

On dit que la relation < est une relation d’ordre sur R puisqu’elle vérifie les trois propriétés suivantes :
1. Reéflexivité : Vo € R, x < «,

Y

x

NN

x
2. Antisymétrie : V(z,y) € R?, {
Yy

T <
3. Transitivité : V(x,y,2) € R3, sY

ysz
Proposition 2.2 (Opérations usuelles sur les inégalités)

Soit (a, b, c,d) des réels.
Kbetec<d=a+c<b+d,

a<betc>0= ac<bc, <bet c< 0= ac>bc,

0 < ab = a et b sont de méme signe,

0<a<<bet0<ec<d= 0<ac<bd,

1 1
O0<a<<b=>0< - < -
b " a

Démonstration. Admis. O

Remarque. Attention, il est interdit de soustraire des inégalités, ou de les diviser, quels que soient les signes
concerneés.

Pour « soustraire », on multiplie la deuxiéme inégalité par —1 et on somme. Pour « diviser », on passe la deuxiéme
inégalité a l'inverse et on multiplie.

Exercice 4. Soit z € [0, 5]. Déterminer un encadrement de par deux constantes réelles.

T+95
11 — 2z
Solution : Au numérateur, 0 < z < 5, donc 5 < x + 5 < 10. Au dénominateur, 0 < 2 < 5, donc 0 > —2z > —10,
donc 11 > 11 — 22 > 1. Comme tout est positif, un passage a I'inverse donne : 1 g < 1.

Le produit entre les deux inégalités positives et de méme sens donne alors :

11—-2z Qz

ERP A T
11 " 11 -2z
z 1
E 5. Mont YneN, 12> > —.
xercice ontrer que VYn Z:l i E 2
Solution : Soit n € Net k € [I,n],ona l <k < n.
1 1 1
Donc 0 <n+1< k+n < 2n et par passage a l'inverse, —— > —— > o
E t k entre 1 et t _— > —.
n sommant pour k entre 1 et n, on trouve Z Y Z oy o™
k=1 k=1 k=1
n G| n 1 1
Les calculs de somme donnent alors " > Z > > o et donc 1 > " > 3

Exercice 6. Résoudre I'inéquation e3%(e=2* — 5) < 0, d’inconnue x € R.



Solution : Soit z € R,

(e —5) <0 <= e > — 5 < 0 puisque ** > 0
2x

—— e v <h
<= —2x < In(5) puisque In est strictement croissante sur R’
In(5)
== - .
2
L’ensemble des solutions de 'inéquation est donc [—@, +o00].

Rmgq : la stricte croissance est importante ici : la croissance justifie que le sens de 'inégalité ne change pas et le
cOté « strict » permet de revenir en arriére, ce qui est nécessaire pour raisonner par équivalences.

Remarque. On peut aussi manipuler des inégalités strictes, mais c’est souvent plus compliqué. Dans ce cas, il
faut étudier a la main les cas d’égalité pour vérifier 8’ils peuvent apparaitre.

Exercice 7. Résoudre I’équation % < 0 d’inconnue x € R\ {2}.
Solution : Soit « € RY \ {2}, la stricte croissance d’exponentielle sur R donne :

In(z) In(z) <0et2—x>0 r<let2>uzx r <1
an <0< qou <= (ou <= (ou < z €0, 1[U]2, +o0].
-z

In(z) >0et2—2<0 r>let2<x 2<zx

[’ensemble des solutions est donc ]0, 1[U]2, +o0].

2.2 Ensembles et inégalités
Définition 2.3 (Intervalle)
Soit I un ensemble de réels. On dit que I est un intervalle de R quand pour tous (a,b) € I? tels que a < b,
[a,b] C 1.

Exemple 8. R, Ry, [0, 5], ]3, 18] sont des intervalles de R. Par contre, R*, N, [0, 1] U [2,4] n’en sont pas.
Définition 2.4 (Majorant, minorant)
Soit A un sous-ensemble de R. Un majorant (resp. minorant) de A est un élément M de R tel que

Vee A, x < M (resp. x > M).

Définition 2.5 (Ensemble majoré, minoré, borné)

Soit A un sous-ensemble de R. On dit qu’il est majoré (resp. minoré) s’il admet un majorant (resp.
minorant). On dit qu’il est borné quand il est & la fois majoré et minoré.

Définition 2.6 (Maximum, minimum)
Soit A un sous-ensemble de R. On dit que M est le maximum (resp. minimum) de A si M € A et

Vee A, x < M (resp. x> M).

Remarque. Un ensemble A ne posséde pas nécessairement de majorant ou minorant, et s’ils existent, il ne sont
pas uniques. De méme, A n’admet pas nécessairement de maximum ou minimum. Par contre, s’ils existent, ils sont
uniques.

Exemple 9. R et [0, +00[ ne possédent pas de majorants, ni de maximum. Par contre, [0, 5] et [0, 5] posseédent des
majorants : 5, 6, 10, ou plus généralement tout réel z > 5. L’ensemble [0, 5] posséde également un maximum : 5,
alors que [0, 5] ne posséde pas de maximum.



2.3 Borne supérieure
Proposition 2.7 (Théoréme de la borne supérieure)

Tout sous-ensemble A de R non vide et majoré (resp. minoré) admet un plus petit majorant (resp. un plus
grand minorant). Il est appelé borne supérieure de A (resp. borne inférieure) et noté sup(A) (resp.
inf(A)).

Démonstration. Admis. O

Remarque. Si un intervalle non vide est borné, il contient alors tous les réels compris entre sa borne inférieure et
sa borne supérieure.

Remarque. Dans le cas ou A est non vide et majoré,
— sup(A) n’est pas forcément un élément de A, a la différence de max(A) qui, s’il existe, est nécessairement
un élément de A.
— si max(A) existe, alors max(A) = sup(A4).
— sup(A) est unique, il y a par contre une infinité de majorants.

Exemple 10. [0, 5] et [0,5] ont tous les deux 5 comme borne supérieure.

Exercice 11. Soit A = {1|n € N*}. Déterminer (s'ils existent) : la borne supérieure de A4, le maximum de 4, la
borne inférieure de A, le minimum de A.
Solution :

— A est non vide (il contient 1), est majoré par 1 et minoré par 0. Donc par le théoréme de la borne supérieure,
il admet une borne supérieure et une borne inférieure, & déterminer ultérieurement.

— 1€ A(casn=1) et 1 majore A, donc 1 est a la fois le maximum et la borne supérieure de A.

— Supposons que A admet un minimum «. C’est un minorant de A, donc Vn € N*, o < % Par passage a la
limite, on trouve o < 0. De plus, a € A, donc il existe un entier ng tel que a = 7710 > 0. Absurde. Donc A
n’admet pas de minimum.

— Soit 3 la borne inférieure de A (dont on a déja montré l'existence). C’est un minorant de A, donc Vn € N*,
8 < % Par passage a la limite, on trouve 8 < 0. De plus 0 est minorant de A et § est le plus grand des
minorants : on en déduit 0 < 8. Donc S = 0 et 0 est la borne inférieure de A.

3 Valeur absolue
3.1 Définition et premiéres manipulation

Définition 3.1 (Valeur absolue)

Pour tout réel z, le maximum de l'ensemble {x, —z} est la valeur absolue de z, notée |z|.

. L. x sizx>0
Remarque. Soit x € R, on peut aussi écrire |z| = Va2, ou |z| = ] .
—z  sinon

Cette derniére égalité permet de se ramener a des disjonctions de cas, ce qui est trés pratique dans les calculs.

Remarque. Soit (a,b) € R x Ry, Vz € R,

rT—a<b etx—a=>=0 a<z<a+b
|z —a| <b<= ({ou <= ¢ ou —a—-b<zx<a+bd
—rz+a<b etx—a<0 a—b<zx<a

La condition |z — a| < b signifie donc que sur la droite réelle, le point = se situe a une distance inférieure a b du
point a.



1
Exercice 12. Calculer [ :/ exp (— |z| + 1)du.
-1

Solution :

0 1
I:/ exp (x—i—l)dx—i-/ exp (—x + 1)dx
~1 0

= [exp (¢ + )% + [~ exp (—z +
=e—1+(—1)—(—e)
I=2e-1)

Exercice 13. Résoudre I’équation |—3z + 6| = 7 d’inconnue x € R.
Solution : Soit z € R,

—3r+6=7 et —3x+6=0 r=-3 etx<?2 . 3
|-3x 4+ 6| =7 <= < ou <= {ou S r=-gour=—_.
32-6=7 et —3x+6<0 =1 etx>2

L’équation a donc deux solutions, —% et %

Exercice 14. Résoudre I'équation /(1 — 52)% = 2z — 5 d’inconnue x € R.
Solution : Soit z € R,

V(1 =5x)2=2r—-5<+=|1-5zx|=2x—-5
1—-5xr=2rx—-5s11—5x>0
5z — 1 =2z — 5 sinon

PN xz%sixé%
xTr =

4 g
3 sinon

Or g > % et —% < % L’équation n’a donc pas de solution.

3.2 Inégalité triangulaire

Proposition 3.2 (Inégalité triangulaire)
n n
> ak < |kl
k=1 k=1

Pour tout (x1,x2,...,2,) € R™,

Démonstration. On montre le résultat dans le cas d'une somme de deux termes (le principe est le méme pour une
somme de n termes). On commence par élever |z1 + x2| et |x1| 4 |x2| au carré pour les comparer :

(|21 4 za])® = (Joa] + |22])® = (w1 4 22)* = [21]* — |w2]* — 2[1 |2
=22 + 23+ 2wy 20 — 2% — 23 — 2]y |2o]
= 2 (z129 — |T122])
<0

D'ou (|21 + x2])? < (Jz1| + |22])?. En composant par la fonction racine carrée, qui est croissante sur Ry, on trouve
[|z1 + z2|| < ||x1| + |22]|, ce qui donne l'inégalité désirée en retirant les valeurs absolues surnuméraires. O



4 Partie entiére

Définition 4.1 (Partie entiére)

Pour tout réel z, il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n + 1. L’entier n est appelé la partie
entiére de x, que 'on note [z].

Démonstration. On admet V'existence (nécessite d’utiliser que R est archimédien, ce qui n’est pas au programme),
montrons 'unicité. Supposons que n et n’ sont deux entiers qui conviennent. On a n < x < n’ + 1, comme ce sont
des entiers on en déduit n < n’. De méme, n’ < n, et donc n = n’/. D’ou 'unicité. O

Remarque. Soit z € R. La définition de la partie entiére donne |z] < z < |x| + 1. L’entier |z] est ainsi le plus
grand entier inférieur & x.

Exemple 15. On a: [2,5] =2, |2|=2, |-2,5]=-3, |0,8] =0.

Proposition 4.2 (Partie entiére de la somme d’un réel et un entier)

SoitneZ, et x €R. On a:
In+z] =n+|x].

Démonstration. On cherche l'encadrement de n + z par deux entiers successifs qui pourra permettre d’utiliser la
définition. Par définition de [z], [z] < < |x] + 1. Donc en ajoutant n & tous les membres,

lz]+n<z+n<|z]+n+]1,
avec |x] +n € Z. Donc par définition de la partie entiere de n + z, |n+ x| =n+ |z]. O

Remarque. Attention : la plupart des autres opérations que 1’on pourrait vouloir effectuer avec la partie entiére
sont fausses. On ne peut notamment pas sommer dans le cas général, ni multiplier par un réel.

Exemple 16. [23| = |1] =1 alors que 2 || =2 x 0=0, donc |22] #2|1].

Exercice 17.

1. Soit y € R. Déterminer un encadrement de |[y] en fonction de y.

nx
2. Soit x € R. Déduire de la question précédente la limite de la suite <H> .
n neN*

Solution :
1. On sait par deéfinition que |y] < yety < |y]+1. Donc |y] <yety—1< |y, cequidonney—1< |y] <.
nr—1 |nz] nx 1 |nz|
< <

—— << —.0Onadoncer—— < —=<uzx,et
n n n n

2. Soit n € N*, on applique la question 1 & y = nx :

la suite converge vers x par théoréme d’encadrement.

Exercice 18. Déterminer les x € R pour lesquels LQ—”J =4.

3
Solution : Soit z € R,

{Q;CJ:4<:>4<2;<5<:>12<2x<15<:>6<x<125.

L’ensemble des solutions est donc [6, 22|.
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