
ECS1 Exercices: Variables aléatoires à densité

Exercice 1. On considère une variable aléatoire continue X de loi exponentielle de paramètre λ > 0.

1. Quelle est sa médiane (la valeur de x telle que FX(x) = 1
2 ) ?

2. On suppose que la durée d'une conversation téléphonique en minutes suit une loi exponentielle d'espérance
10.

(a) Vous arrivez à une cabine dans laquelle quelqu'un vient d'entrer ; avec quelle probabilité devrez-vous
attendre plus de 10 min ?

(b) Vous êtes arrivés depuis 15 min. Quelle est la probabilité que vous attendiez (en tout) plus de 25
min ?

Exercice 2. Soit α > 2. On considère la fonction f dé�nie par :

f(x) =

{
α−1
xα si x > 1
0 si x < 1

1. Montrer que f est une densité de probabilité d'une variable X.

2. Déterminer la fonction de répartition FX .

3. Calculer l'espérance de X.

Exercice 3. Soit F la fonction dé�nie sur R par F (x) =
ex

ex + e−x
. Montrer que F est la fonction de répartition

d'une variable à densité Z dont on donnera une densité.

Exercice 4. Soit Y une variable à densité suivant une loi uniforme sur
[
−π

2
,
π

2

]
. Montrer que X = tan(Y ) est

une variable à densité dont on étudiera l'espérance.

Exercice 5.

1. Soit λ > 0, Z une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramètre λ et FZ sa fonction
de répartition. On admet que Y = FZ(Z) est une variable aléatoire à densité, déterminer sa loi.

2. Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition FX est une bijection continue stricte-
ment croissante et de classe C1 sur R à valeurs dans [0, 1]. On admet que Y = FX(X) est une variable
aléatoire à densité, déterminer sa loi.

Exercice 6. Soit F la fonction dé�nie sur R par :

F (t) =

1− exp

(
− t

2

2

)
si t > 0

0 si t < 0

1. (a) Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire T à densité.

(b) Déterminer une densité f de T .

2. On pose pour tout réel A strictement positif I(A) =

∫ A

0

t2e−t
2/2dt. On note Φ la fonction de répartition

de la loi normale centrée réduite.

(a) Établir la relation :

I(A) = −Ae−A
2/2 +

√
2π

(
Φ(A)− 1

2

)
.

(b) En déduire la limite de I(A) en +∞.

(c) Calculer l'espérance de T



Exercice 7. 1. Pour tout n ∈ N, on pose

Jn =

∫ 2π

0

xn cos(x)dx, In =

∫ 2π

0

xn sin(x)dx.

(a) Justi�er l'existence de In et de Jn.

(b) Montrer que In+1 = (n+ 1)Jn − (2π)n+1 et Jn+1 = −(n+ 1)In, pour tout n.

(c) Calculer In et Jn pour n égal à 0, 1, 2 et 3.

2. Soit f la fonction dé�nie par f(x) =
x

2π2
(1− cos(x)) sur [0, 2π] et nulle ailleurs.

(a) Montrer que f est une densité d'une variable X.

(b) Déterminer la fonction de répartition de X.

(c) Déterminer E(X) si elle existe.

(d) Calculer les probabilités suivantes à l'aide de F : P
(
X > π

2

)
, P
(
|X − π| 6 π

2

)
, P[X63π

2 ]

(
X > π

2

)
.

Exercice 8. Soit p un réel de ]0, 1[ et q = 1− p. Soit λ et µ deux réels strictement positifs. Soit f la fonction
dé�nie sur R par :

f(x) =

{
qλe−λx si x > 0
pµeµx si x < 0

.

1. Véri�er que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire dé�nie sur un espace probabilisé (Ω,A, P ), dont f est une densité. Calculer
l'espérance E(X).

3. (a) Déterminer les valeurs de p, λ et µ telles que X véri�e : pour tout x > 0,

P (X > x) = P (X < −x).

(b) On pose alors Y = |X|. Déterminer la loi de Y .

(c) A-t-on, pour tout réel s et pour tout réel t tel que t > s,

P[Y >s](Y > t) = P (Y > t− s)?

4. Déterminer la fonction de répartition F de X, puis son inverse F−1.

Exercice 9. (Di�cile)

1. Soit Z une variable aléatoire réelle à valeurs dans ]0, 1[, possédant une densité g continue sur ]0, 1[.
Montrer que Z possède une espérance. On suppose que pour tout x ∈ ]0, 1[, g(1− x) = g(x). Quelle est,
dans ce cas, l'espérance de Z ?

2. (a) Montrer que la fonction x→ sin(x) réalise une bijection de
[
−π

2
,
π

2

]
sur [−1, 1]. On note ϕ sa bijection

réciproque. Montrer que la fonction ϕ est dérivable sur ]− 1, 1[ et calculer sa dérivée.

(b) Soit I =

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

. Montrer que cette intégrale converge et la calculer en utilisant un changement

de variables a�ne.

3. Montrer que la fonction f dé�nie sur R par :

f(x) =


1

π
√
x(1− x)

si 0 < x < 1

0 sinon

est une densité de probabilité. Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité. Déterminer
E(X) en utilisant la première question. Retrouver ce résultat en utilisant la dé�nition de l'espérance et
le changement de variable x = (sin(θ))2.


